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FEspaces vectoriels
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Solution 14

1. Dire que la famille F est libre est d’ores et déja absurde pour une raison de dimensions : l'espace
vectoriel engendré par F serait de dimension 4 (engendré par 4 vecteurs) et R? est de dimension 3.
On tente alors de voir comment ils sont liés ...
~ Ona(l1,1,1)—(2,0,—1) = (—1,1,2) ce qui induit que le vecteur (—1, 1,2) est dans ’espace vectoriel

engendré par {(1,1,1),(2,0,—1)}.
~ Ona(1,1,1)+(2,0,—1) = (3,1,0) ce qui induit que le vecteur (3,1,0) est dans ’espace vectoriel
engendré par {(1,1,1),(2,0,—1)}.
Enfin, les vecteurs (1,1,1) et (2,0, —1) sont effectivement libres car si pour tout couple («a, 3) de réels,
a(l,1,1) + 5(2,0,—1) = 0, alors @ = 0 (d’aprés la deuxiéme coordonnée), puis 5 = 0 (par exemple
d’aprés la premiére coordonnée en réinjectant o = 0).
En conclusion, l'espace vectoriel engendré par F peut étre noté F' = ((1,1,1),(2,0,—1)). La famille
F n’est pas libre, mais la famille {(1,1,1),(2,0,—1)} lest.

2. La famille {(1,1,1),(2,0,—1)} étant libre, (et évidemment, elle est génératrice de l'espace qu’elle

génére —tautologique!-), c’est donc une base de ’espace vectoriel engendré par la famille F ou encore

par la famille {(1,1,1),(2,0,—1)} (puisque ces deux familles engendrent le méme espace vectoriel).

3. La dimension de ’espace vectoriel engendré par la famille F est donné par le nombre de vecteurs de

sa base, soit 2.

Solution 18| (3)

F = {u = (uy) telles que u, € R et u, + upy2 = 0}.

L’ensemble F' est entiérement déterminé par ses deux premiers éléments c’est-a-dire que I'application ¢
de F dans R? qui & u = (u,,) associe (ug,u1) est bijective.
En effet,
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— ¢ est surjective car pour toute (ug,u;) € R?, il existe u € F
(asavoir u = (ug, u1, —ug, —u1, Ug, U1, —Up, —UT, Uy, UL, —UQ, —UL, - . .) (par récurrence)) telle que ¢(u) =
(ug,uy).

— ¢ est injective car si on considére u = (u,) € F et v = (v,) € F, telles que ¢(u) = ¢(v), alors
(up,u1) = (vg,v1) ou encore uy = vg et u; = vy. Dans ce cas, on a ug, = (—1)"ug = (—1)"vg = vay, et
Uznt1 = (—1)"u; = (—1)"v; = vop41 (par récurrence) et u = v (les termes de rang pair (respectivement
impair) sont égaux).

En conclusion, il suffit de trouver une base de R? et de lui appliquer ¢~! (qui existe car ¢ est bijective)

pour obtenir une base de F'.
Prenons {(1,0), (0,1)} la base canonique de R%. On a alors

¢_1(17 0) = (1707 _17 07 1707 _17 07 17 07 _17 07 ce )

et
»~1(0,1) = (0,1,0,—1,0,1,0,—1,0,1,0,—1,...).
Puis,
{@,0,-1,0,1,0,-1,0,1,0,—1,0,...),(0,1,0,-1,0,1,0,—-1,0,1,0, —1,...)}

est une base de F.

Remarque :

F = {M'(1,0) + pp1(0,1) avec A € R, pu € R}
= {(A = =, Ay = A =, Ay, — A, —p, .. .) avec A € R, € R}

Solution 25

80 =\ e =T s b= s e =

Ainsi, il vient f3 — fo = fi1 et fs+ fa = f2. D'ou f1 € (f3, fa) et f2 € (f3, f4).
D’autre part, le systéme { f3, f4} est libre :
afs + Bfy = 0 implique { @ = 0 (valeur en = = 0) et %a + %ﬁ = 0 (valeur en %) }, ce qui équivaut a

Donc, le systéme est de rang 2.

Solution 29| On a A C B. Il reste donc & montrer B C A.

VoeB,b=b+0€B+C.OrB+C=A+C,doncbe A+Cetdac A,dce C telsqueb=a+c.

Cependant, c=b—aavecb€ Beta € AC B donccée€ B. Puis,ce BNC. Or BNC =ANC, donc
ce A

Enfin,b=a+caveca € Aetce Adoncbe Aet B C A.
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dim(F N G) = dim F 4+ dim G — dim(F + G) > n — dim(F + G).
Comme dim(F + G) < dim(F) = n, on obtient dim(F N G) > 0 puis F NG # {0}.

dim(F + G) > dim F = 3, donc { dim(F 4+ G) = 3 ou dim(F 4+ G) =4 }.

— Premier cas : dim(F' + G) = 3.
Sidim(F+G) =3, alors { F C F+G et dim F = dim(F'+G) }, puis F = F+G [1]. Si dim(F+G) = 3,
alors { G C F+ G et dimG =dim(F + Q) }, puis G = F + G [2].
[1] et [2] induisent que F' = G, ce qui est exclu par hypothése. Le premier cas n’a donc pas de raison
d’étre.

— Second cas : dim(F' + G) = 4.
Si dim(F + G) = 4, alors dim(F N G) = M—F@lﬁ— dim(F + G) = 2.
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